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Resumo
Neste trabalho apresentaremos uma demonstração de um importante resultado da Análise Matemática, mais precisamente o Teorema da Função Implícita, para isto utilizaremos o Teorema da Função Inversa. Basicamente, o Teorema da Função Implícita nos fornece mecanismos para decidir se uma equação 
[image: image1.emf] define implicitamente uma função 
[image: image2.emf] tal que 
[image: image3.emf].
Introdução

O Teorema da Função Implícita nos fornece mecanismos para avaliarmos se para uma dada equação

[image: image4.emf]
é possível dizer que há uma função 
[image: image5.emf] tal que, localmente 
[image: image6.emf] e 
[image: image7.emf], quando isto corre dizemos que 
[image: image8.emf] é dada implicitamente pela equação 
[image: image9.emf].

 
Por exemplo a equação da circunferência
[image: image10.emf] possui duas funções implícitas quando escrevemos esta em função de 
[image: image11.emf], ou seja, 
[image: image12.emf]. Porém existem funções que não podemos explicitar desta forma, mas podemos verificar a existência de uma ou mais funções implícitas.


O teorema da função inversa é um importante resultado para a demonstração do Teorema da Função Implícita, apresentado aqui e a prova contida em (Cipolatti, 2002). Porém, o caminho inverso, demonstrar o teorema da função implícita e depois utilizá-lo para demonstrar o Teorema da função inversa também é válido, como mostrado em (Wilberstaedt, 2000).

Por último, também apresentaremos neste trabalho uma importante aplicação do Teorema da Função Implícita, que é o Método dos Multiplicadores de Lagrange para o cálculo de extremos de funções sujeitas a restrições (Cipolatti, 2002). 

Material e Métodos


Devido a natureza da área de estudo, a metodologia pesquisa bibliográfica foi a mais adequada para o andamento deste trabalho, acompanhada de encontros semanais com o orientador para a apresentações de seminários e discussões sobre o tema.

Resultados e Discussão

Abaixo apresentamos o Teorema da Função Inversa que será utilizado na demonstração do resultado principal.

Teorema (Teorema da Função Inversa): Seja 
[image: image13.emf] aberto e 
[image: image14.emf] função de classe 
[image: image15.emf] tal que 
[image: image16.emf]. Então existe 
[image: image17.emf] tal que

i. A função 
[image: image18.emf] é injetora e 
[image: image19.emf];

ii. O conjunto 
[image: image20.emf]é aberto;

iii. A inversa 
[image: image21.emf] é de classe 
[image: image22.emf] e 
[image: image23.emf].
Demonstração: Ver (Cipolatti, 2002), página 106.


Assim, utilizando o Teorema anterior demonstramos o Teorema da Função Implícita, o qual enunciamos abaixo.

Teorema (Teorema da Função Implícita): Seja 
[image: image24.emf] uma função de classe 
[image: image25.emf]. Suponha 
[image: image26.emf] e 

[image: image27.emf].

Então existem um conjunto aberto 
[image: image28.emf] e 
[image: image29.emf] função de classe 
[image: image30.emf] tais que

i. O elemento 
[image: image31.emf] cumpre 
[image: image32.emf];

ii. A função 
[image: image33.emf], para qualquer 
[image: image34.emf].

Demonstração: Seja a função definida

[image: image35.emf]

[image: image36.emf]

Como 
[image: image37.emf] então 
[image: image38.emf] e assim matriz jacobiana de
[image: image39.emf]em  
[image: image40.emf] é igual a 
[image: image41.emf]. Pelo Teorema da Função Inversa, existe 
[image: image42.emf]vizinhança aberta de 
[image: image43.emf]tal que 
[image: image44.emf] é aberto e 
[image: image45.emf] é difeomorfismo de classe 
[image: image46.emf].


Denotamos por 
[image: image47.emf] para 
[image: image48.emf], então 
[image: image49.emf] se e somente se 
[image: image50.emf], com 
[image: image51.emf] devido a 
[image: image52.emf] ser isomorfo. Como 
[image: image53.emf], onde 
[image: image54.emf]. Devido ao difeomorfismo temos que 
[image: image55.emf]é injetora, logo 
[image: image56.emf] se e somente se 
[image: image57.emf]. Em particular, 

[image: image58.emf].


Pois se 
[image: image59.emf], então 
[image: image60.emf] e assim 
[image: image61.emf]. Reciprocamente, se 
[image: image62.emf]então 
[image: image63.emf]então 
[image: image64.emf]. Assim como 
[image: image65.emf] se e somente se 
[image: image66.emf] então 
[image: image67.emf].


Concluímos a demonstração definindo 
[image: image68.emf], para qualquer 
[image: image69.emf]. Notemos também que 
[image: image70.emf]pois 
[image: image71.emf] se e somente se 
[image: image72.emf], então 
[image: image73.emf] por hipótese.


Como aplicação do Teorema da Função Implícita, temos o Método dos Multiplicadores de Lagrange para o cálculo de extremos de funções sujeitas a restrições. Como um exemplo geral, imaginemos uma função 
[image: image74.emf] contínua e um problema de otimização em que queremos determinar o mínimo global da função 
[image: image75.emf] sobre uma bola fechada 
[image: image76.emf], isto é, determinar 
[image: image77.emf] de 
[image: image78.emf] tal que 
[image: image79.emf] para todo elemento 
[image: image80.emf] da bola 
[image: image81.emf]. Como 
[image: image82.emf]  é um conjunto compacto e a função 
[image: image83.emf] é contínua, sabemos que a solução para este problema existe. Se 
[image: image84.emf] é diferenciável e 
[image: image85.emf] pertence ao interior de 
[image: image86.emf], então a solução pode ser determinada

dentre os pontos críticos de 
[image: image87.emf] . Porém, determinar o ponto mínimo 
[image: image88.emf] quando este está na fronteira pode não ser válido. Assim o resultado a seguir fornece um método caso a função 
[image: image89.emf] seja suficiente regular.

Teorema: Sejam 
[image: image90.emf] funções de classe 
[image: image91.emf] e um conjunto 
[image: image92.emf]. Suponhamos 
[image: image93.emf] tal que


[image: image94.emf] e 
[image: image95.emf].


Então 
[image: image96.emf] e 
[image: image97.emf] são linearmente dependentes (combinação linear uma da outra), ou seja, existe um multiplicador de Lagrange 
[image: image98.emf] tal que 
[image: image99.emf].

Demonstração: Ver (Cipolatti, 2002), página 124.
Conclusões

Concluímos que o Teorema da Função Implícita pode ser demonstrado pela utilização do Teorema da Função Inversa. Também vimos uma aplicação teórica para o Teorema da Função Implícita, que pode ser utilizada para calcular máximos e mínimos de funções com restrições.
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