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Resumo
Neste trabalho estabelecemos condições que garantam a existência de solução para uma classe de equações diferenciais ordinárias de primeira ordem. Mais precisamente, sob condição de [image: image2.png]


, uma função definida em um subconjunto do [image: image4.png]


 e com valores reais, ser contínua e Lipschitziana provamos, utilizando o Teorema do Ponto Fixo de Banach, que o problema [image: image6.png]x'(t) = f(t,x(t)



 admite solução [image: image8.png]x(t)



 em um aberto [image: image10.png]


 contido em [image: image12.png]


.

Introdução

Em matemática, no estudo de equações diferenciais, o Teorema de Picard é um importante teorema de existência e unicidade de soluções para as equações de primeira ordem com determinadas condições iniciais. A ideia da prova se baseia em transformar a equação diferencial em uma equação integral, e após isso, aplicar o Teorema do Ponto Fixo de Banach.

Para aplicar o Teorema do Ponto Fixo de Banach é necessário definir um operador [image: image14.png]


 entre dois espaços de funções contínuas. Estabelecemos que o operador é uma contração sobre espaços de Banach com a métrica induzida pela norma usual. Isso nos permite aplicar o Teorema do Ponto Fixo de Banach e concluir que o operador tem um único ponto fixo, o qual é solução da equação integral, consequentemente da equação diferencial ordinária.
Materiais e Métodos

A metodologia pesquisa bibliográfica foi a mais apropriada para o desenvolvimento desta pesquisa, acompanhada de encontros semanais com o orientador e apresentações de seminários.
Resultados e Discussão

O resultado a seguir servirá como pré-requisito para a demonstração do Teorema de Picard.

Teorema 1 (Teorema do Ponto Fixo de Banach ou Teorema da Contração). Se [image: image16.png](X,d)



 é um espaço métrico completo e [image: image18.png]F: X - X



 é uma contração, então [image: image20.png]


 tem um, e um só, ponto fixo.
Demonstração. ver [4] p. 232 – 233.
Teorema 2 (Teorema de Picard). Suponhamos que [image: image22.png]U c R?



 seja um conjunto aberto e que [image: image24.png]


 seja uma função contínua que satisfaz a condição (Lipschitz) de que, para algum [image: image26.png]


,

[image: image27.png]If(x,vy) — Flx,v)| < Kly, — v,




para [image: image29.png](x,y,) € Uye(x,y,) E U



. Então, para qualquer [image: image31.png](x0,¥5) E U



, existe um número

real positivo [image: image33.png]


 e uma e uma só função [image: image35.png]g:[xp— ax, + a] - R



  tal que
	[image: image36.png]g'(x) = f(x,9(x)) (x € (xo— a,x, + a))




	[image: image37.png]





e [image: image39.png]g(xp) = ¥



.

Demonstração. Sejam [image: image41.png]a=>0



 e uma função [image: image43.png]g:[xp— ax, + a] - R



 satisfazendo a [image: image45.png]


 e à condição [image: image47.png]g(xp) = ¥



, então está implícito que [image: image49.png](x,9(x)) €U



 para [image: image51.png]x € (xg— a,x5 + a)



 e, como [image: image53.png]


 é contínua, segue-se que a função [image: image55.png]x = f(x,g9(x))



 é contínua. Consequentemente, [image: image57.png]


 é contínua em [image: image59.png](xo— a,x5 + a)



, assim segue que [image: image61.png]


 é integrável e
	[image: image62.png]009 = [ Fbo@)it + 3% & € (o= aro+ )




	[image: image63.png](*%)






Por outro lado, se [image: image65.png]a=>0



  e

[image: image66.png]g:[xp— ax, + a] - R




existem satisfazendo [image: image68.png](*%)



, então, podemos derivar [image: image70.png](*%)



 e obter que, [image: image72.png]g'(x) = f(x,9(x))



 [image: image74.png](x € (xp— a,xy, + a))



 e [image: image76.png]g(xp) = ¥



. Assim, o problema de encontrar um [image: image78.png]


 e uma função [image: image80.png]


 satisfazendo a [image: image82.png]


 é equivalente ao de encontrar um [image: image84.png]


 e uma [image: image86.png]


 satisfazendo a [image: image88.png](*%)



. A ideia do final da prova é selecionar um número real [image: image90.png]


 apropriado de forma que  a aplicação
[image: image91.png]F: Clxp— a,xy + a] = C[x,— a,xy + a]




definida por

	[image: image92.png]F@)) = [ Fleo@a + 3,




	[image: image93.png](%)






seja uma contração. Observemos que o problema de encontrar uma [image: image95.png]


 satisfazendo a [image: image97.png](x*)



é equivalente a encontrar um ponto fixo para [image: image99.png]


 e para isso usamos o Teorema 1. De início, temos que garantir que [image: image101.png]


 está bem definida. Precisamos estar certos de que as funções com as quais operamos são tais que [image: image103.png](t,g(t) eU



 quando [image: image105.png]t€[x,— axy + a]



e, então, o integrando em [image: image107.png](%)



 está definido. Essas considerações motivam a escolha de [image: image109.png]


 e da bola [image: image111.png]


 na prova que se segue. Tomemos inicialmente [image: image113.png]N = |f(xq vl



. Escolhamos então [image: image115.png]


 tal que as três condições seguintes sejam satisfeitas:

1) [image: image117.png]0 <a<1/K



,

2) [image: image119.png]Q ={(x,y):|lx— x4] € a,|y— y| < aN}c U



,

3) [image: image121.png](x,y) € Q



 implica [image: image123.png]If(x,¥)| < N



.

Essa escolha é possível porque [image: image125.png]Il



 é contínua em [image: image127.png](x0,¥5)



. Sejam [image: image129.png][xo— a.x, + 4]



 e [image: image131.png]Yo: 1 - R



, onde [image: image133.png]Yo(x) = ¥, (x € 1)



. Finalmente, seja [image: image135.png]


 a métrica usual para [image: image137.png]c(n



, e tomemos

[image: image138.png]B ={g: g € C(l);d(gVY, < aN},




isto é, [image: image140.png]


 é a bola fechada de centro [image: image142.png]


 e raio [image: image144.png]


. Observamos primeiramente que, se [image: image146.png]t €1



 e [image: image148.png]g €EB



, então [image: image150.png](t,g(t)) € Q



, pois, se [image: image152.png]t €1



, então [image: image154.png][t— x| < a



 e [image: image156.png]lg(t) — | < aN



, de modo que [image: image158.png](t,g(t)) € Q



. Segue-se (pois [image: image160.png]


) que a aplicação [image: image162.png]t = f(t,g(d)



 de [image: image164.png]


 em [image: image166.png]


 é bem definida e define uma função contínua em [image: image168.png]


. Consequentemente, podemos definir [image: image170.png]- Cc(D



 por


[image: image171.png]F@)) = [ Fleo@it +3 G etg e




Observamos que [image: image173.png]F[B] c B



 (isto é, se [image: image175.png]g €EB



, então [image: image177.png]F(g) € B



), pois, se [image: image179.png]g €EB



, e desde que [image: image181.png]


 e [image: image183.png]lxg— tl < |xg— x|



, então [image: image185.png]t €1



 e [image: image187.png](t,g(t)) € Q



 e, portanto (por 3)), [image: image189.png]If(t,g())| < N



. Segue-se que [image: image191.png]d(F(g).,Y,) < aN



 e, então, [image: image193.png]F(g) € B



. Assim, [image: image195.png]


 aplica [image: image197.png]


 em [image: image199.png]


 e, como [image: image201.png]


 é um espaço métrico completo (é um subconjunto fechado do espaço métrico completo [image: image203.png]c[



), para mostrarmos que [image: image205.png]


 tem um único ponto fixo, será suficiente, após o Teorema 1, mostrar que [image: image207.png]


 é uma contração. Para esse fim, suponhamos [image: image209.png]


 e [image: image211.png]


 pontos de [image: image213.png]


. Então, se [image: image215.png]t € I,(tg.(1)



 e [image: image217.png](t, g, (1)



 pertencem a [image: image219.png]


 e, portanto, a [image: image221.png]


, logo [image: image223.png]If(t.g,(8) — f(t.g. ()| < Klg,(t) — g,(D)]



 teremos

[image: image224.png]d(F(g,),F(g,)) = sup{|F(g,)(x) — F(g,)(x)|: x € I}




[image: image225.png]



Segue-se que, como [image: image227.png]


 (por 1)), [image: image229.png]


 é uma contração. O Teorema 1 implica que [image: image231.png]


 tem um único ponto fixo [image: image233.png]g € C(D



, isto é, uma função contínua [image: image235.png]g € C(D



 satisfazendo [image: image237.png]F(g) = g



. Assim, escrevendo [image: image239.png]g = F(g)



, nós temos por [image: image241.png](%)




	[image: image242.png]969 = [ 7(e.00)it + 3o




	[image: image243.png](xxx)






ou seja, [image: image245.png]


 satisfaz [image: image247.png](*%)



, consequentemente [image: image249.png]


. Isto completa a prova.

Conclusões
Um dos teoremas mais importantes em equações diferenciais ordinárias é o Teorema de Picard que garante existência e unicidade de solução para uma ampla classe de equações diferenciais ordinárias de primeira ordem. Mas porque o Teorema de Picard é tão importante? Uma razão é que ele pode ser generalizado para estabelecer resultados de existência e unicidade para equações diferenciais ordinárias de altas ordens e para os sistemas de equações diferenciais. Uma outra razão é que ele é uma boa introdução a ampla classe de teoremas de existência e unicidade que são baseados em pontos fixos.
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