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Resumo
O Teorema de Aproximação de Weierstrass afirma que cada função contínua definida em um intervalo fechado [image: image2.png][a,b]



pode ser uniformemente aproximada, tanto quanto desejado por uma função polinomial. A demonstração do Teorema de Weierstrass será feita utilizando-se do fato de que toda função contínua em intervalos fechados, pode ser uniformemente aproximada por uma função poligonal, e que essa poligonal pode ser uniformemente aproximada por uma série de polinômios o que é suficiente para demonstrar o teorema.

Introdução
Diversos resultados em Análise são válidos para funções analíticas, ou seja, funções que em cada ponto de seu domínio admitem um desenvolvimento em série de potências da forma: 
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onde [image: image5.png]


 são constantes conhecidas e [image: image7.png]


 é um número fixo. Desta forma as funções analíticas possuem uma propriedade importante, são de classe [image: image9.png]


. Em outras palavras, se pode derivar [image: image11.png]


 tantas vezes quantas se deseje, em todos os pontos de seu domínio.

Todo polinômio é uma função de classe [image: image13.png]


 na reta. Uma função racional (quociente de dois polinômios) é de classe [image: image15.png]


 em todo intervalo onde é definida. As funções trigonométricas também são de classe [image: image17.png]


 em cada intervalo onde são definidas. O mesmo se pode dizer para função logarítmica e para função exponencial.

Observando que cada soma parcial da série acima, denotada por [image: image19.png]


, é um polinômio de grau [image: image21.png]


, temos que [image: image23.png]


 é limite de uma sequência de polinômios, ou seja,
[image: image25.png]


.

Um resultado importante da Análise, devido à K. Weierstrass, garante que qualquer função contínua, mesmo que não possua derivada, definida em um intervalo [image: image27.png][a, b]



, é limite uniforme de uma sequência de funções polinomiais.

Materiais e métodos
A metodologia pesquisa bibliográfica foi a mais apropriada para o desenvolvimento desta pesquisa, acompanhada de encontros semanais com o orientador e apresentações de seminários.

Resultados e Discussão
Definição: Diz-se que uma função [image: image29.png][a,b] - R



 é uma função afim, quando [image: image31.png]f(x) = a+Bx,



 com [image: image33.png]


 e [image: image35.png]


pertencentes a [image: image37.png]


. Quando [image: image39.png]


 a função afim denomina-se função linear. Uma função[image: image41.png]


 denomina-se uma poligonal, quando existe uma partição [image: image43.png]a=x,<x, < <x, 4 <x,=b



 do intervalo fechado [image: image45.png][a, b]



, tal que [image: image47.png]


 restrita a cada subintervalo [image: image49.png][%—qs X ]



 é uma função afim.
Segue abaixo uma proposição essencial para a demonstração do resultado principal, que é dada sem demonstração devido a extensão da mesma: 

Proposição 1:  Suponha   [image: image51.png][a,b] - R



    contínua  e   positiva.   Então,  para   cada

[image: image53.png]e>0



, existe uma poligonal [image: image55.png][a,b] - R




, tal que

[image: image57.png]If(t) —p(D)| <«



 para todo [image: image59.png]t € [a,b]



.


A Proposição acima afirma que, se [image: image61.png]


 é uma função contínua definida em um intervalo [image: image63.png][a, b]



, então, dado [image: image65.png]e>0



, é possível encontrar uma função poligonal tal que os segmentos de reta que representam seu gráfico, estão compreendidos na ‘faixa’ do plano cartesiano determinada pelos gráficos das funções [image: image67.png]f+e



 e [image: image69.png]


.


Agora estamos em condições de demonstrar o resultado principal que constitui o tema central desse trabalho. Para mais informações ver MEDEIROS, L.A.J., MALTA, S.M., LIMACO, J., CLARK, H. R. - Lições de análise matemática - Rio de Janeiro: UFRJ/IM, (2005). P.208 - 210.
Teorema: (Teorema de Aproximação de Weierstrass) Seja [image: image71.png][a,b] - R



 contínua. Então [image: image73.png]


 é limite uniforme em [image: image75.png][a,b]



 de uma sucessão de polinômios.
Demonstração: Sendo [image: image77.png]


 contínua em [image: image79.png][a, b]



,  logo, é uniformemente aproximada   em  [image: image81.png][a,b]



por  uma  poligonal  [image: image83.png]


   (pela Proposição 1).  Constrói-se  [image: image85.png]


 em [image: image87.png]Xpeqg < E< X5



 obtendo-se
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para [image: image90.png]
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 e observe que
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Portanto, a poligonal [image: image95.png]


 escreve-se explicitamente sob a forma
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Fazendo
                                                [image: image97.png]fiea)
=1





obtém-se
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Afirmamos que [image: image100.png]£>0,



 então existe um polinômio [image: image102.png]P(t)



 satisfazendo
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Daí obtém-se

[image: image104.png]D Celt= sl = Y 6 Pl-x)| <o
van L




Da expressão da poligonal [image: image106.png]


, obtemos
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 para todo [image: image109.png]t € [a,b]



. Assim, o polinômio
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é tal que [image: image112.png]lp(t) —q(®)| < ¢



. Porém, da aproximação de [image: image114.png]


, pela poligonal [image: image116.png]


, tem-se [image: image118.png]If(t) —p(D)l <«



. Destas duas desigualdades, resulta que 
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 para todo [image: image122.png]t € [a,b]




obtendo-se a aproximação uniforme de [image: image124.png]


 em [image: image126.png][a, b]



 por polinômios. Assim, o problema foi reduzido para apenas demonstrar que uma função valor absoluto [image: image128.png][t — x4



  pode ser aproximada uniformemente por polinômios em [image: image130.png]


, o que pode ser facilmente feito usando o Binômio de Newton.
Conclusões
O Teorema de Aproximação de Weierstrass traz um resultado bastante notável e não trivial sobre as funções contínuas definidas em intervalos compactos. A afirmação de que toda função contínua definida nesses intervalos pode ser aproximada uniformemente por polinômios desperta grande interesse teórico e possibilidades de aplicações práticas. As funções polinomiais são bastantes simples do ponto de vista computacional, além de apresentarem várias vantagens operacionais, como o fechamento para operações algébricas e analíticas. Assim, alguns aspectos computacionais no estudo das funções contínuas, podem ser transportados, mediante a um erro preestabelecido, para polinômios de aproximação.

Agradecimentos
Agradeço à Fundação Araucária pelo apoio financeiro e ao meu orientador professor André Vicente pela oportunidade de realizar esse projeto.

Referências
MEDEIROS, L.A.J., MALTA, S.M., LIMACO, J., CLARK, H. R. - Lições de análise matemática - Rio de Janeiro: UFRJ/IM, (2005). P.208 - 210. 
[image: image132.png]| EAICTI
1

Data: 21 a 23 de outubro de 2015
Local: Uni






[image: image131.png][image: image132.png]