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Resumo
O presente artigo é o resultado de um projeto de iniciação científica, no qual foi estudado o método da Transformada de Laplace para resolução de problemas de valores iniciais envolvendo equações diferenciais de segunda ordem com condições iniciais. Desta forma, estudou-se a Transformada de Laplace ressaltando sua utilização na resolução de problemas físicos, principalmente de caráter impulsivo.

Introdução

Grande parte dos problemas físicos envolvendo fenômenos eletromagnéticos, movimento ondulatório, condução de calor e mecânica de fluidos envolvem equações diferenciais de segunda ordem, do tipo
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)                                                
	(1)


onde f é uma função conhecida e t é a variável independente. Dizemos que a equação é linear, quando é do tipo

	
	f (t, y, [image: image6.png]


) = g(t) – p(t)[image: image8.png]


 - q(t)y                                                
	(2)


com f  linear em y e suas derivadas, p, g e q funções contínuas em t.
A solução de tais problemas está baseada em encontrar uma função y = ɸ(t) que satisfaça a equação e as condições iniciais. Neste sentido, a Transformada de Laplace consiste em um método importante e prático para resolver problemas envolvendo equações diferenciais ordinárias de segunda ordem. Explanaremos aqui a definição deste método bem como alguns aspectos importantes acerca do mesmo.
Revisão de literatura
Este trabalho teve como base principal, o livro Equações Diferenciais Elementares e Problemas de Valores de Contorno, 9ª edição, de William C. Boyce e Richard C. Diprima. Tomou-se como leitura complementar, o livro Equações Diferenciais, volume 3, 4ª edição, de Dennis G. Zill e Michael R. Cullen, e o texto Equações Diferenciais Ordinárias de Guilherme Santos Silva.
Resultados e Discussão
A Transformada de Laplace é um método de ampla aplicação, sendo útil na resolução de problemas de valor inicial envolvendo equações gerais de segunda ordem com coeficientes constantes. Uma das vantagens deste método é que ele pode ser utilizado na resolução de problemas envolvendo agentes descontínuos ou impulsivos, para os quais outros métodos não seriam adequados. Assim, definimos a Transformada de Laplace pela equação,
	
	L{f(t)} = F(s)= [image: image10.png]


                                                    
	 (3)


e enunciamos o teorema a seguir. A prova deste pode ser encontrada no Teorema 6.1.2, de Boyce & Diprima (2009).
Teorema 3.1. Suponhamos que,
1. f seja seccionalmente contínua no intervalo 0 ≤ t ≤ A para todo A positivo 

2. |f(t)| ≤ Keat  quando t ≥ M. Nesta desigualdade, K, a e M são constantes reais, K e M necessariamente positivas.
Então a transformada de Laplace L {f(t)} = F(s) definida pela equação (3), existe para s > a.
Uma propriedade importante desta transformada é o fato de ela ser um operador linear. Sendo assim, temos que,
L {c1f1(t) + c2f2(t)} = c1 L {f1(t)} + c2 L {f2(t)}.
Este fato pode ser verificado na sessão 6.1, por Boyce & Diprima (2009).
A fim de entender como a Transformada de Laplace pode ser usada para resolver problemas de valor inicial, é preciso atentar ao resultado a seguir, retirado do corolário 6.2.2 do teorema 6.2.1, observado por Boyce & Diprima (2009).
Corolário 3.1.: Suponhamos que as funções f, f’,...,f(n-1) sejam contínuas e que f(n) seja seccionalmente contínua em qualquer intervalo t ≤ 0 ≤ A. Suponhamos, além disso, que existem constantes K, a e M, tais que |f(t)| ≤ Keat, |f’(t)| ≤ Keat,..., |f(n-1)(t)| ≤ Keat para t ≥ M. Então, L{f(n)(t)} existe para s > a e é dada por
L{f(n)(t)} = sn L{f(t)} – sn-1f(0) - ... – sf(n-2)(0) – f(n-1)(0).
Tomando um problema de valor inicial com uma equação linear de segunda ordem com os coeficientes constantes, dada por:

	
	ay” + by’ + cy = f(t),    y(t0) = y0,    y’(t0) = y’0.                                                 
	 (4)


e, tomando como hipótese, a solução y = ɸ(t) que obedeça às condições anteriores, então, podemos tomar a transformada da equação (4) como sendo:

a L{y”} + b L{y’} + c L{y} = F(s)

⇔   a[s²Y(s) – sy(0) – y’(0)] + b[sY(s) – y(0)] + cY(s) = F(s)

onde F(s) é a transformada de f(t). E, pela resolução da equação anterior em Y(s), temos:
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onde y = ɸ(t) é a função cuja transformada é dada por Y(s).

Vale destacar que adota-se a notação L -1{F(s)} para indicar a transformada inversa de F(s), ou seja, a função f(t) cuja transformada é F(s). Além disto, existem tabelas de transformadas, contendo algumas funções elementares e suas respectivas transformadas. Consultar tabela das Transformadas de Laplace de Zill & Cullen (2001). Segue um exemplo, utilizado por Silva (2015), exemplo 5.13:

Exemplo 2: Considere a equação não homogênea,
[image: image12.png]sen2t, y(0)=2,y'(0)




tomando a transformada da equação, temos,
L {y''+y} =  L {y''} +  L {y} =  L {sen 2t}
ou, usando a propriedade da derivada e a transformada do seno
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e, decompondo em frações parciais,
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determinamos que as constantes são a = 2, b = 5/3, c = 0 e d = −2/3, então,
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.
Lembrando que as transformadas do seno e cosseno são
L{sen at} = [image: image19.png]


         L{cos at} = [image: image21.png]



então, temos a solução:
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Conclusões
O método de resolução de problemas de valor inicial envolvendo equações diferencias de segunda ordem pela Transformada de Laplace, baseia-se na redução de uma equação diferencial a uma equação algébrica, para então encontrar a solução que obedece às condições iniciais. As vantagens da utilização desta transformada consistem em não ser necessário a determinação dos valores apropriados das constantes arbitrárias e tratar as equações não-homogêneas da mesma forma que as equações homogêneas, não sendo necessário a resolução da equação homogênea correspondente. Outra vantagem é que ela pode ainda ser aplicada a equações de ordem superior, contanto que sejam atendidas as condições necessárias anteriormente descritas.
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