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Resumo
A integral de Riemann-Stieltjes é uma generalização da integral. Esta integral pode ser utilizada como uma precursora didática para a integral de Lebesgue e outras integrais. O principal objetivo desse trabalho é provar o teorema do valor médio para integrais de Riemann-Stieltjes. Também enunciamos alguns resultados importantes sobre este conceito de integral.

Introdução
A integral de Riemann-Stieltjes é uma generalização da integral de Riemann, que conhecemos dos cursos iniciais de cálculo. A definição da integral de Riemann-Stieltjes foi publicada em 1894 por Thomas Joannes Stieltjes. Na literatura, em grande parte dos casos, encontra-se a integral de Riemann-Stieltjes como uma precursora didática para a integral de Lebesgue. Porém, integral de Riemann-Stieltjes é igualmente importante devido as suas aplicações físicas, como cálculo do momento de inércia e o cálculo da massa de um material linear que podem ser vistas em Widder (1989). Para uma exposição inicial, consideremos 
[image: image1.emf] e 
[image: image2.emf] pontos de 
[image: image3.emf]. A integral de Riemann-Stieltjes é o limite

[image: image4.emf]
onde 
[image: image5.emf] e 
[image: image6.emf]. Vamos defini-la posteriormente. 

Sua semelhança com a integral de Riemann é vista quando fazendo 
[image: image7.emf], 
[image: image8.emf]é claramente a integral de Riemann 
[image: image9.emf]. Essa mudança de uma variável para uma função
[image: image10.emf]generaliza a forma de cálculo desta integral.

Materiais e Métodos
Devido a natureza da área de estudo, a metodologia pesquisa bibliográfica foi a mais adequada para o andamento deste trabalho, acompanhada de encontros semanais com o orientador para a apresentações de seminários e discussões sobre o tema.

Resultados e Discussão

Primeiramente, apresentaremos alguns resultados que serão necessários. Seja 
[image: image11.emf] uma função real finita definida em um intervalo 
[image: image12.emf]. Seja 
[image: image13.emf] uma partição de 
[image: image14.emf], ou seja, 
[image: image15.emf] é um conjunto de 
[image: image16.emf] pontos de 
[image: image17.emf] onde 
[image: image18.emf] varia de 
[image: image19.emf] até 
[image: image20.emf], 
[image: image21.emf], 
[image: image22.emf] e 
[image: image23.emf]. Associa-se a cada partição 
[image: image24.emf] uma soma
[image: image25.emf]. A variação de 
[image: image26.emf] sobre 
[image: image27.emf] é definida como 
[image: image28.emf] onde o supremo é tomado de todas as partições 
[image: image29.emf] de 
[image: image30.emf]. A partir de 
[image: image31.emf], temos que 
[image: image32.emf]. Se 
[image: image33.emf] dizemos que 
[image: image34.emf] tem variação limitada em 
[image: image35.emf], se 
[image: image36.emf], 
[image: image37.emf] tem variação ilimitada. Agora vamos apresentar a definição precisa da integral de Riemann-Stieltjes. Sejam
[image: image38.emf]e
[image: image39.emf]duas funções finitas e definidas em um intervalo finito 
[image: image40.emf]. Se 
[image: image41.emf] é uma partição de 
[image: image42.emf], arbitrariamente selecionamos pontos 
[image: image43.emf] satisfazendo a condição 
[image: image44.emf], e escrevemos 
[image: image45.emf]. Onde 
[image: image46.emf]é chamada de soma de Riemann-Stieltjes para 
[image: image47.emf], e claramente depende dos pontos 
[image: image48.emf]e das funções 
[image: image49.emf], 
[image: image50.emf] e do intervalo 
[image: image51.emf]. Se  
[image: image52.emf] existe e é finito, ou seja, dado um 
[image: image53.emf] existe um 
[image: image54.emf] tal que 
[image: image55.emf] para qualquer 
[image: image56.emf] satisfazendo 
[image: image57.emf], então 
[image: image58.emf] é chamada de integral de Riemann-Stieltjes de 
[image: image59.emf] em relação a 
[image: image60.emf]no intervalo 
[image: image61.emf], e denotada como 
[image: image62.emf]. Até dado momento, temos que 
[image: image63.emf] ou 
[image: image64.emf] são funções contínuas, porém a maioria das aplicações importantes ocorrem quando 
[image: image65.emf]é de variação limitada, o que veremos adiante.

A integral apresenta algumas propriedade de multiplicação por uma constante e a soma de duas integrais, tanto para 
[image: image66.emf] ou 
[image: image67.emf]. Vejamos estas propriedades.
Teorema: 

1. Se 
[image: image68.emf] existe, então temos que 
[image: image69.emf] e 
[image: image70.emf] também existem e para qualquer constante 
[image: image71.emf],

[image: image72.emf].

2. Se ambas 
[image: image73.emf]e 
[image: image74.emf] existem, então 
[image: image75.emf] também existe e

[image: image76.emf]
3. Se
[image: image77.emf]e 
[image: image78.emf]existem, então 
[image: image79.emf] também existe e

[image: image80.emf].

Vimos como podemos expandir os conceitos da integral de Riemann para a integral de Riemann-Stieltjes. Antes de enunciarmos o teorema do valor médio, apresentaremos outros dois teoremas importantes garantem a existência da integral, sendo também necessários para o teorema do valor médio.
Teorema: Se 
[image: image81.emf]existe, então o mesmo acontece com
[image: image82.emf], e

[image: image83.emf].

Demonstração: Ver (Wheeden & Zygmund, 1977), página 26.
Teorema: Se 
[image: image84.emf] é contínua em 
[image: image85.emf] e 
[image: image86.emf] é de variação limitada em 
[image: image87.emf], então  
[image: image88.emf] existe. Mais ainda,

[image: image89.emf].
Demonstração: Ver (Wheeden & Zygmund, 1977), páginas 27 e 28.

Combinando os dois teoremas anteriores, vemos que se 
[image: image90.emf] existe, dadas quaisquer 
[image: image91.emf] e 
[image: image92.emf], tais que 
[image: image93.emf]é contínua e 
[image: image94.emf] é de variação limitada. Assim como na integral de Riemann, o teorema do valor médio para integrais de Riemann-Stieltjes nos dirá que dada 
[image: image95.emf] e 
[image: image96.emf]  valor da integral é igual à área de uma figura de lado 
[image: image97.emf] e 
[image: image98.emf].
Teorema: Se
[image: image99.emf]é contínua em
[image: image100.emf]e
[image: image101.emf]é limitada e crescente em 
[image: image102.emf], então existe
[image: image103.emf] tal que 
[image: image104.emf].

Demonstração: Como 
[image: image105.emf] é crescente, temos

[image: image106.emf]
para qualquer 
[image: image107.emf]. Como 
[image: image108.emf]existe, pelo teorema 3,

[image: image109.emf].

O resultado para o teorema segue do teorema do valor intermediário para funções contínuas, que pode ser visto em (Elon, 2013), páginas 272.

Conclusões
Concluímos que, a integral de Riemann-Stieltjes é uma generalização da integral de Riemann. Também, que há a possibilidade de transferir alguns teoremas aplicados a integral de Riemann para esta, bem como o teorema principal deste trabalho, sendo o teorema do valor médio.
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